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Soit v un champ de vecteurs polynomial dans C2 et soit F le feuilletage holomorphe,
a` singularite´s isole´es, engendre´ par v. Les feuilles de F sont, en ge´ne´ral, tre`s complexes, du
point de vue soit de leur topologie intrinse`que (genre infini, espace des bouts non de´nombr-
able,2), que de leur topologie extrinse`que (densite´ dans C2, re´currence,2). Nous nous
inte´ressons ici aux feuilles qui peuvent eˆtre conside´re´es comme les plus simples possible: les
feuilles de type topologique fini et proprement plonge´es dans C2. On verra que l’existence
d’une telle feuille entraıˆne souvent de fortes contraintes sur le feuilletage F. Le mot
‘‘souvent’’ signifie ici qu’il faudra supposer en plus que la feuille est transcendante.
Plus pre´cisement, nous ne travaillerons pas avec la feuille toute entie`re, mais seulement
avec un de ses bouts. Si ‚ est une surface de Riemann (une feuille de F) et ‚
0
L‚ une
sous-surface a` bord proprement plonge´e dans ‚ et diffe´omorphe a` S1][0, #R), nous
dirons (avec un petit abus de langage) que ‚
0
est un bout planaire isole& de ‚. Si on tient
compte de la structure holomorphe, on sait [13] qu’il existe un unique r3[0, 1) tel que
‚
0
soit biholomorphe a` Mz3C D r(DzD)1N. Si r"0 nous dirons que le bout est parabolique,
autrement il sera dit hyperbolique. La surface ‚ est de type topologique fini si et seulement si
tous ses bouts sont planaires et isole´s.
Supposons que ‚
0
soit un bout planaire isole´ d’une feuille ‚ de F et que ‚
0
soit
proprement plonge´ dans C2. Le feuilletage polynomial F admet une compactification sur
CP2"C2XCP1
=
, et il peut arriver que dans cette compactification l’ensemble limite du
bout, lim (‚
0
) , soit re´duit a` un seul point p de la droite a` l’infini CP1
=
. L’ensemble ‚
0
XMpN
est alors analytique au voisinage de p. Dans telle situation on dira que ‚
0
est alge&brique,
autrement ‚
0
sera appele´ transcendant. E¨videmment, dans le cas alge´brique il n’y a pas
beaucoup de choses a` dire.
De{ finition. SoitF un feuilletage polynomial de C2 et soit P :C2PC un polynome non
constant. On dira que F est P-complet s’il existe un ensemble fini QLC tel que pour tout
t3CCQ:
(i) P~1 (t) est transverse a` F
(ii) il existe un voisinage ”
t
LC de t tel que P : P~1 (”
t
)P”
t
est une fibration et
F DP~1(”
t
) de´finit une trivialisation de cette fibration: il existe un biholomorphisme de
P~1 (”
t
) sur ”
t
]P~1 (t) qui envoie le feuilletage F DP~1 (”
t
) sur le feuilletage horizontal et la
fibration P DP~1(”
t
) sur la fibration vertical.
L’ensemble Q contient les valeurs critiques de P (correspondant aux points critiques
dans C2 ou a` l’infini, voir [12], et au voisinage desquels P n’est pas une fibration) ainsi que
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les valeurs re´gulie`res au dessus desquelles la fibre de P n’est pas transverse a`F et donc est
F-invariante. Remarquons que l’ensemble des points ou`F n’est pas transverse a` P est une
courbe alge´brique, contenue dans P~1 (Q). Si t est une valeur critique, la fibre P~1 (t) peut
avoir plusieurs composantes irre´ductibles, et il peut arriver que certaines de ces com-
posantes soientF-invariantes et d’autres ne le soient pas. Les fibres de P au dessus de CCQ
sont toutes isomorphes a` la meˆme surface de Riemann & et le feuilletageF est associe´ a` une
repre& sentation de monodromie n
1
(CCQ)PAut(&), qui de´crit l’holonomie (globale) de
F autour de P~1 (Q).
Voici alors comment on peut obtenir des feuilles avec un bout planaire isole´ proprement
plonge´. Supposons que la monodromie a` l’infini h3Aut(&) (correspondant a` un grand cycle
c dans CCQ qui entoure Q) ait un point pe´riodique, alors la feuille ‚ qui correspond a` ce
point a un bout planaire isole´ ‚
0
L‚ qui se proje`te par P sur l’exterieur de c. Plus
exactement, PD‚
0
est un reveˆtement fini non ramifie´ de l’exterieur de c, et ainsi ‚
0
est
parabolique. On dira qu’un tel bout planaire isole´ est a% l’infini par rapport a% P.
THE¨ORE© ME. Soit F un feuilletage de C2, engendre& par un champ de vecteurs polynomial,
dont une feuille ‚ posse%de un bout planaire isole& ‚
0
proprement plonge& et transcendant. Alors il
existe un polynome P :C2PC, dont la fibre ge&ne& rique est C ou C*, tel que F est P-complet.
De plus, le bout ‚
0
est a% l’infini par rapport a% P ou bienF est holomorphiquement conjugue& au
feuilletage engendre& par un champ de vecteurs constant, ces deux possibilite& s n’e& tant pas
exclusives.
Notons en particulier que ‚
0
est parabolique.
Si la fibre ge´ne´rique de P est C on sait [12] que P est polynomialement conjugue´
a` P
0
(z, w)"z. Un feuilletage polynomial P
0
-complet a une extension a` C1 ]C1 MC]C qui
laisse invariante la droite C1 ]MRN et qui est encore transverse aux fibres ge´ne´riques de la
projection sur le premier facteur. On en de´duit qu’il est engendre´ par un champ de vecteurs
de la forme
a (z)
L
Lz
#(b(z)#c(z)w) L
Lw
avec a, b, c3C[z].
Le cas ou` la fibre ge´ne´rique de P est C* est plus de´licat, car le re´sultat de [Suz] est moins
pre´cis: en fait, il y a ‘‘beaucoup’’ de polynomes (non conjugue´s entre eux) dont la fibre
ge´ne´rique est C*. Au cours de la preuve on e´tablira aussi que si la fibre ge´ne´rique de P est
C* alors ‚
0
est a` l’infini par rapport a` P. On verra un exemple a` la fin de l’article.
De ce the´ore`me on de´duira aussi le corollaire suivant.
COROLLAIRE. SoitF un feuilletage de C2, engendre& par un champ de vecteurs polynomial,
qui posse%de une feuille ‚ de type topologique fini et proprement plonge& e. Si tous les bouts de
‚ sont transcendants alors ‚ est isomorphe a% C et F est holomorphiquement conjugue& au
feuilletage engendre& par un champ de vecteurs constant.
Rappelons que, en utilisant des domaines de Fatou—Bieberbach, on peut construire des
feuilletages holomorphes de C2 qui posse`dent une feuille isomorphe a` un disque plonge´, ou
bien a` un plan plonge´ de manie`re exotique [4]. D’apre`s le corollaire, ces feuilletages ne
peuvent pas eˆtre polynomiaux. En fait, on peut re´garder ce corollaire comme une version
‘‘feuillete´e’’ du the´ore`me de Abhyankar-Moh et Suzuki [12] sur les plongements poly-
nomiaux de C dans C2: modulo conjugaison holomorphe, il existe un seul plongement
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transcendant de C dans C2 qui soit une feuille d’un feuilletage polynomial, et ce feuilletage est
en plus uniquement de´termine´.
Voici en bref l’ide´e de la preuve du the´ore`me. On commence avec la re´solution des
singularite´s deF sur la droite a` l’infini CP1
=
: on remplace donc cette droite par un arbre de
courbes rationnelles E] . Dans C2XE] l’ensemble limite de ‚
0
est un sous-arbre ELE] , et une
bonne partie de la preuve consiste en l’e´tude de l’holonomie de E ou, plus exactement, des
composantes de E avec holonomie ‘‘riche’’. On verra ainsi que la structure de E doit eˆtre
assez particulie`re: grosso modo, une chaıˆne line´aire FLE, avec holonomie non triviale,
a` laquelle on rattache des ‘‘branches mortes’’, autour desquelles le feuilletage est trivial.
C’est ici que l’hypothe`se de planarite´ de ‚
0
joue un roˆle essentiel. Cette e´tude permettra une
re´duction ‘‘controle´e’’ de E] , a` travers l’effondrement de sphe`res d’auto-intersection !1,
jusqu’a` obtenir une composante irre´ductible F] LE] avec des proprie´te´s remarquables,
parmi lesquelles la nullite´ de son auto-intersection. Cette composante sera la ‘‘fibre
a` l’infini’’ du polynome P.
Les hypothe`ses sur la structure topologique de ‚
0
(planaire, isole´) et sur son ensemble
limite (une droite dans CP2) sont, bien suˆr, essentielles dans notre preuve. Nous croyons
toutefois que la conclusion ‘‘parabolique’’ doit eˆtre encore vraie dans un contexte plus
ge´ne´ral. L’e´nonce´ pourrait eˆtre le suivant: si un feuilletage holomorphe sur une surface
compacte posse`de une feuille ‚ dont l’ensemble limite est une courbe alge´brique, alors ‚ est
une surface de Riemann parabolique (au sens de la the´orie du potentiel, voir [13] ).
Cet article doit beaucoup a` des conversations avec R. Moussu, que je remercie vivement.
Le corollaire a e´te´ en partie inspire´ de sa remarque ‘‘deux champs de vecteurs polynomiaux
avec une courbe inte´grale transcendante en commun sont partout coline´aires’’.
1. QUELQUES REMARQUES PRE¨LIMINAIRES
On supposera dans toute la suite queF est un feuilletage polynomial de C2 et ‚
0
est un
bout d’une feuille satisfaisant les hypothe`ses du the´ore`me: ‚
0
est planaire, isole´, propre,
transcendant.
Le feuilletage F posse`de une extension naturelle a` CP2"C2XCP1
=
. On notera
n"n
N °2°n1 : XPCP2 la re´solution des singularite´s de F sur la droite a` l’infini CP1=
(chaque n
j
est un e´clatement). La courbe E] "n~1 (CP1
=
) est alors un arbre de courbes
rationnelles lisses deux a` deux transverses et sans points triples. Une des composantes de cet
arbre est la transforme´e stricte de CP1
=
, on la de´signera par le meˆme symbole. On notera
encore F le re´leve´ sur X par n du feuilletage F.
Puisque ‚
0
est transcendant, son re´leve´ sur X est encore un bout planaire isole´ qui ne
correspond pas a` une se´paratrice locale d’une singularite´ de F sur E] . L’ensemble limite de
ce bout est un sous-arbre ELE] connexe et F-invariant. Soulignons qu’il est possible que
E ne coı¨ncide pas avec la totalite´ de E] .
Rappelons [5, 6, 9] que les singularite´s de F sur E] se re´partissent en trois classes:
(a) singularite´s non de´ge´ne´re´es ayant une inte´grale premie`re holomorphe (du type znwm
dans des coordonne´es convenables, n et m entiers positifs);
(b) singularite´s non de´ge´ne´re´es sans inte´grale premie`re holomorphe;
(c) noeud-cols.
Remarquons que les singularite´s de la classe (a) (resp. (b)) posse`dent exactement deux
se´paratrices, dont les holonomies sont d’ordre fini (resp. infini). Les singularite´s de la classe (c)
posse`dent une ‘‘se´paratrice forte’’, dont l’holonomie est tangente a` l’identite´ et d’ordre infini [8].
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On fera souvent usage de la constatation suivante. Soit p3E] une singularite´ de F de
classe (a) ou (b) sur laquelle ‚
0
s’accumule, alors ‚
0
s’accumule aussi sur les deux se´paratri-
ces de p. En effet, le quotient j des deux valeurs propres d’une telle singularite´ ne peut pas
eˆtre rationnel positif (par de´finition de singularite´ irre´ductible) ni irrationnel positif (sinon
‚
0
ne serait pas propre), donc la singularite´ p est soit dans le domaine de Siegel (j3R~) soit
hyperbolique (j3CCR). Dans les deux cas on conclut facilement.
D’autre part, si p3E] est un noeud-col sur lequel ‚
0
s’accumule, alors ‚
0
s’accumule aussi
sur la se´paratrice forte de p [8] (mais pas ne´cessairement sur la se´paratrice faible, si elle existe).
Soient E
1
,2 , EN`1 les composantes irre´ductibles de E] .
LEMME 1. Il existe (au moins) une composante E
j
LE"lim (‚
0
) qui contient une singu-
larite& p de F telle que l’holonomie de E
j
autour de p soit d’ordre infini.
Preuve. Distinguons deux cas:
(1) EOE] . Soit p"E
j
WE
k
avec E
j
LE et E
k
LE] CE . E¨videmment p3Sing (F), et les
remarques ci-dessus impliquent que p est un noeud-col dont la se´paratrice forte est
contenue dans E
j
. Par conse´quent, la couple (E
j
, p) satisfait la conclusion du lemme.
(2) E"E] . Meˆme dans ce cas on va montrer l’existence d’un noeud-col, et la composante
cherche´e sera celle qui contient la se´paratrice forte. En effet, supposons par contradiction
qu’il n’y a pas de noeud-cols, alors toutes les singularite´s deF sur E] sont de classe (a) ou (b),
avec les deux se´paratrices contenues dans E] d’apre`s les remarques ci-dessus. Les singularite´s
de F sur E] coı¨ncident donc avec les points de croisement du diviseur E] . La suite
d’e´clatements qui conduit a` E] est non vide, sinon E] "CP1
=
ne contiendrait pas de
singularite´s, ce qui est impossible. Conside´rons alors le dernier e´clatement, qui remplace une
singularite´ de´ge´ne´re´e q par une courbe invariante E@KC1 : cette courbe coupe les autres
composantes de E] en au plus deux points, donc elle contient au plus deux singularite´s deF,
de classe (a) ou (b), donc q est de´ja` nonde´ge´ne´re´e, contradiction. K
On de´notera par F l’union des composantes de E qui satisfont la conclusion du lemme
pre´ce´dent. On a donc FO0.
Une partie de la preuve consistera en l’e´tude de la structure de F, en particulier des
groupes d’holonomie des composantes de F. Voici donc quelques remarques sur les
sous-groupes de Diff (C, 0), qu’on peut retrouver dans [6] ou [10]. Soit E
j
une composante
de E et soit H
j
LDiff (C, 0) son groupe d’holonomie.
LEMME 2. ‚es e& le&ments d’ordre infini de H
j
commutent entre eux.
Preuve. Puisque ‚
0
est propre dans XCE] et s’accumule sur E
j
, le the´ore`me de densite´ de
Nakai [10] implique que H
j
est re´soluble. Le lemme est trivial si H
j
est abe´lien, supposons
donc que H
j
soit re´soluble non abe´lien; en particulier, H
j
contient un e´le´ment g d’ordre
infini et tangent a` l’identite´. Soit f3H
j
d’ordre infini. Si D f @ (0) D(1, on peut regarder au
voisinage de 0 la dynamique de f~ngf n , n3N: sur un petit voisinage fixe´ cette suite est bien
de´finie pour tout n positif et converge uniforme´ment sur les compacts vers l’identite´. Les
orbites de H
j
ne sont pas donc discre`tes, ce qui contredit la proprete´ de ‚
0
. On doit donc
avoir D f @ (0) D"1. Si f @ (0) n’est pas racine de l’unite´ alors f est line´arizable car H
j
est re´soluble
non abe´lien [6, p. 66—67], et on arrive a` nouveau a` une contradiction avec la proprete´ de ‚
0
.
En conclusion, tout e´le´ment de H
j
a une partie line´aire pe´riodique, et on conclut graˆce
a` [6, p. 68]. K
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On rencontrera souvent la situation suivante. Soit E
j
une composante de E et soit
cLE
j
CSing(F) un cycle (immerge´) sans holonomie. Il se re´le`ve donc sur les feuilles de
F proches de E
j
, en particulier sur le bout ‚
0
. On obtient ainsi une collection infinie Mc
i
N=
i/1
de cycles sur ‚
0
, avec c
i
Pc dans X et c
i
PR dans ‚
0
. Supposons que les cycles c
i
soient
plonge´s dans ‚
0
(sans que c le soit ne´cessairement dans E
j
) et deux a` deux disjoints.
LEMME 3. Pour tout i assez grand c
i
est homotope a% ze& ro dans ‚
0
.
Preuve. On fixe une orientation sur c et donc sur les c
i
; !c
i
de´signera la meˆme courbe
c
i
avec l’orientation oppose´e. Si l’affirmation n’est pas vraie, alors pour tout i3N il existe
n, m’i tels que les deux courbes c
n
et !c
m
bordent dans ‚
0
une couronne ferme´e A
i
non
homotope a` ze´ro. Soit u3"2 (X) la forme de Ka¨hler associe´e a` une me´trique Ka¨hlerienne
sur X; l’aire d’une courbe holomorphe dans X s’obtient donc en inte´grant u.
On peut re´lever sur ‚
0
non seulement le cycle c mais aussi une couronne ferme´e
BLE
j
CSing(F) autour de c. On obtient ainsi dans ‚
0
des couronnes disjointes et plonge´es
autour des cycles c
i
, dont les aires sont uniforme´ment infe´rieurement borne´es par une
constante strictement positive. Cet argument montre que les aires des A
i
sont uniforme´ment
infe´rieurement borne´es: il existe c’0 tel que aire(A
i
)*c pour tout i.
D’autre part, c
n
et !c
m
bordent dans XCE] un petit cylindre ‘‘vertical’’ C
i
(non
holomorphe), se projectant sur la seule courbe c par une projection d’un voisinage tubulaire
de E
j
sur E
j
. Puisque A
i
, C
i
LXCE] sont deux cylindres avec la meˆme frontie`re et puisque
u est exacte dans XCE] KC2, on a
PC
i
u"PA
i
u"aire (A
i
)*c’0 ∀i.
Mais on a aussi, e´videmment, :C
i
uP0 pour iP#R car c
n
et c
m
s’approchent de c pour
iP#R, et cette contradiction conclut la preuve. K
Les cycles c
i
L‚
0
sont alors les bords de disques ferme´s !
i
L‚
0
. Quitte a` prendre une
sous-suite, on peut supposer que ces disques M!
i
N=
i/1
sont deux a` deux disjoints, car les
c
i
divergent dans ‚
0
. On va maintenant e´tudier la limite de ces disques, et a` cet effet on
donne la de´finition suivante de disque avec bulles, qui est un cas particulier de courbe-cusp
[1]: il s’agit d’une collection de surfaces de Riemann &
0
,2 ,&l , avec &0KD1 et &iKC1
pour i’0, dont on identifie un nombre fini de couples de points de faion a` obtenir un arbre
connexe de surfaces de Riemann sans points triples. Du point de vue topologique, on peut
regarder un tel objet comme s’il e´tait obtenu a` partir d’un disque ferme´ D1 en ‘‘e´tranglant’’
des courbes simples ferme´es deux a` deux disjointes trace´es sur D (c’est le bon point de vue
pour comprendre le lemme ci-dessous). On peut donner un sens clair a` la notion
d’application holomorphe d’un disque avec bulles dans une varie´te´ complexe. Le lemme
suivant est inspire´ du the´ore`me de compacite´ pour les courbes-cusp [1], bien que dans notre
situation tre`s particulie`re et classique sa preuve est triviale.
LEMME 4. Il existe une application holomorphe F: &PX, ou% &"Zl
i/0
&
i
est un disque
avec bulles, telle que:
(i) F(&)"lim
i?`=
!
i
(topologie de Hausdorff dans X), en particulier F (&)LE;
(ii) F (&
0
)LE
j
, F (L&
0
)"c, et F DL&
0
est une parame& trisation de c; pour chaque
i"1,2 , l il existe R(i ) tel que F (&i )"ER(i) (et on posera R(0)"j) ;
(iii) F (&)WSing(F) est forme& seulement de singularite& s de classe (a). Si p"E
h
WE
k
est une
telle singularite& alors F~1 (p) est forme& d’un ou plusieurs couples de points identifie& s. Si
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q"&
h{
W&
k{
est un tel couple (R(h@)"h, R(k@)"k) alors FD&
h{
(resp. F D&
k{
) a en q un point de
ramification d’ordre e&gal a% l ’ordre de l ’holonomie de E
h
(resp. E
k
) autour de p (il n’y a donc pas
de ramification si cette holonomie est triviale);
(iv) F n’a pas de points de ramification ni couples de points identifie& s au dessus de
F(&)CSing(F).
Preuve. En raisonnant comme dans le lemme 3, on voit que les disques !
i
ont tous a` peu
pre`s la meˆme aire Ka¨hlerienne, car ils ont tous a` peu pre`s la meˆme frontie`re. On en de´duit
que les seules singularite´s qui peuvent apparaıˆtre dans lim!
i
sont des singularite´s de classe
(a): dans les autres cas l’aire des feuilles deF dans un voisinage de la singularite´ est de plus
en plus grande en s’approchant des se´paratrices. Donc, pour i<0 le disque !
i
est
de´compose´ en petits cylindres autour de certaines singularite´s de classe (a) et des morceaux
connexes loins des singularite´s et qui se projectent bien sur E. Il est alors clair que la limite
des !
i
est parametrise´e par un disque avec bulles, jouissant des proprie´te´s e´nonce´es: grosso
modo, il s’agit d’e´trangler les petits cylindres pre`s des singularite´s. K
2. STRUCTURE DES COMPOSANTES DE F
Soit E
j
LF une composante qui contient une singularite´ p avec holonomie d’ordre
infini. Soit q3E
j
un autre point singulier deF. On fixe un point base b3E
j
CSing (F ) et on
conside`re deux lacets c
p
, c
q
: [0, 1]PE
j
CSing (F), base´s en b, qui tournent autour de p, q et
homotopes entre eux dans E
j
CMp, qN. Soient f, g3Diff (C, 0) les holonomies de F le long de
c
p
, c
q
. Par hypothe`se, f est d’ordre infini.
LEMME 5. Si g est d’ordre infini alors il coı¨ncide avec f.
Preuve. D’apre`s le Lemme 2 f et g commutent. Par contradiction, on va supposer fOg.
Conside´rons une courbe ferme´e cLE
j
CSing(F ) comme dans le dessin suivant:
(les autres singularite´s de F sur E
j
, s’il y en a, se trouvent hors du morceau de E
j
dessine´).
Cette courbe repre´sente le commutateur de c
p
et c
q
, donc elle a holonomie triviale car
[ f, g]"id. Elle se re´le`ve donc, en tant que courbe ferme´e, sur les feuilles de F proches de
E
j
et donc sur ‚
0
. La courbe c a trois points d’ auto-intersection, mais ses releve´s sur les
feuilles de F sont plonge´s. Cela re´sulte du fait que, puisque fOid, gOid, fOg, les trois
courbes suivantes (qui sont ‘‘contenues’’ dans c) ont des holonomies non triviales:
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Sur le bout ‚
0
on construit ainsi une collection infinie Mc
i
N=
i/1
de courbes simples, plonge´es,
deux a` deux disjointes, et on est dans la situation e´tudie´e dans les lemmes 3 et 4. En
particulier, en conside´rant le disque &
0
L& fourni par le lemme 4, on voit que la courbe
cLE
j
apparaıˆt comme valeur au bord d’une application holomorphe du disque dans E
j
.
Cette application e´vite le point p (qui a holonomie infinie et donc n’est pas de classe a)), par
conse´quent si on identifie E
j
CMpN avec C on obtient une application holomorphe D1 PC
avec c comme frontie`re. Or, le nombre de Whitney de cLC (c’est-a`-dire le degre´ de son
application de Gauss) est e´gal a` ze´ro, par contre la restriction au bord d’une application
holomorphe du disque dans le plan a un nombre de Whitney strictement positif (en
choisissant les bonnes orientations). Cette contradiction montre le lemme. K
LEMME 6. Si g est pe& riodique non trivial alors g~1 fg"f~1.
Preuve. L’ide´e est la meˆme que celle du lemme pre´ce´dent. On suppose par contradiction
que g~1 fgOf~1 et on conside`re la courbe ferme´e cLE
j
CSing (F) comme dans le dessin
suivant:
L’holonomie de cette courbe est le commutateur [ f, g~1 fg], elle est donc triviale puisque
f et g~1 fg sont d’ordre infini (Lemme 2). Les proprie´te´s ‘‘f d’ordre infini’’, ‘‘g d’ordre fini mais
non trivial’’, ‘‘g~1fgOf~1’’ garantissent que c se re´le`ve sur ‚
0
en une collection de courbes
simples ferme´es. En raisonnant comme dans le lemme 5 on obtient une application
holomorphe du disque dans E
j
CMpN avec c comme valeur au bord. La contradiction est
obtenue comme auparavant, puisque le nombre de Whitney de c est ze´ro. K
Si g est pe´riodique non triviale on a donc g~1 fgf"id, ce qui permet de re´lever
injectivement sur ‚
0
le cycle c suivant:
Comme dans les deux lemmes pre´ce´dents, on obtient une application holomorphe F:
D1 PE
j
CMpNKC ou` FDLD1 est une parame´trisation de c. Mais cette fois il n’y a pas de
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contradiction, car le nombre de Whitney de c est 3: un argument du type formule de
Riemann—Hurwitz montre que F a deux points de ramification d’ordre 2, un au dessus de la
re´gion A et l’autre au dessus de la re´gion C. L’image de F coı¨ncide avec AXBXC. En
rappelant la liaison entre points de ramification de F et singularite´s deF (Lemme 4) on voit
que si on oublie les singularite´s de classe (a) et a` holonomie triviale par rapport a` E
j
alors la
re´gion B ne contient pas de singularite´s et la re´gion C contient une seule singularite´, de
classe (a) et a` holonomie d’ordre 2 (comme q, seule singularite´ dans A). Par construction, la
re´gion D contient seulement la singularite´ p. On est ainsi arrive´, dans le cas ou` E
j
contient
une singularite´ a` holonomie pe´riodique non triviale, a` une description tre`s detaille´e non
seulement du groupe d’holonomie de E
j
mais aussi de sa re´alisation concre`te. Remarquons
que ce groupe d’holonomie est de type exceptionnel [6, pp. 66—67].
Supposons maintenant que E
j
ne contient pas de singularite´s a` holonomie pe´riodique
non triviale. E¨videmment, E
j
contient alors des singularite´s distinctes de p dont l’holonomie
est d’ordre infini. D’apre`s le Lemme 5, on voit facilement que E
j
contient en fait seulement
deux singularite´s a` holonomie d’ordre infini. Graˆce, encore une fois, a` l’argument du disque
avec bulles applique´ a` partir d’un cycle autour d’une singularite´ a` holonomie triviale on voit
qu’une telle singularite´ doit eˆtre de classe (a). Le groupe d’holonomie de E
j
est cyclique
infini.
Ces conside´rations peuvent eˆtre re´sume´es dans la proposition suivante.
PROPOSITION 1. Soit E
j
une composante de F, alors on a une des deux possibilite& s
suivantes:
(1) Sing(F)WE
j
"Mp, q
1
, q
2
, r
1
,2 , rkN, ou% p a holonomie d’ordre infini, q1 et q2 sont de
classe (a) et a% holonomie de pe& riode 2, r
1
,2 , rk sont de classe (a) et a% holonomie triviale;
(2) Sing(F)WE
j
"Mp
1
, p
2
, r
1
,2 , rkN, ou% p1 et p2 ont holonomie d’ordre infini, r1 ,2 , rk
sont de classe (a) et a% holonomie triviale.
On dira que E
j
est une composante exceptionnelle dans le cas (1) ou une composante
cyclique dans le cas (2).
3. EFFONDREMENT DES BRANCHES MORTES
Soit E
j
une composante de F et soit r3E
j
une singularite´ de F de classe (a) et
a` holonomie triviale par rapport a` E
j
. Le point r se´pare l’arbre E] en deux sous-arbres, soit
Er celui qui ne contient pas la courbe E
j
. On va de´montrer que Er peut eˆtre collapse´ sur le
seul point r, et qu’apre`s cette ope´ration le feuilletage sera re´gulier au voisinage de r. Pour
cette raison, on dira que Er est une branche morte.
Soit cLE
j
un petit cercle autour de r et soit !LX un tore solide centre´ sur c et
transverse a` F, feuillete´ en disques holomorphes centre´s sur les points de c et transverses
a` F. On conside`re un voisinage tubulaire ” de E] dans X, assez petit pour que L! soit
a` l’exterieur de ”, et tel que la restriction deF a` !W” soit un feuilletage trivial, par courbes
paralle`les a` c. Le tore solide !W” se´pare ” en deux composantes connexes, soit ”
r
celle qui
contient Er . On peut recoller a` (”
r
,F) le long de !W” un bidisque D]D muni du
feuilletage horizontal, de faion a` obtenir une varie´te´ complexe » avec un feuilletage
holomorphe G qui laisse invariant un arbre de courbes rationnelles A. Cet arbre est
diffe´omorphe a` ErXE
j
et on notera A
0
la composante de A qui correspond a` E
j
. Remar-
quons que l’auto-intersection de E
j
dans X ne coı¨ncide pas ne´cessairement avec celle de
A
0
dans ».
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Les arguments et re´sultats des lemmes 3 et 4 montrent que les composantes connexes de
‚
0
W”
r
sont des disques, qui s’aplatissent sur le disque avec bulles E] W”
r
. Un argument du
type ‘‘ferme´-ouvert’’ montre que, en fait, toutes les feuilles de F D”
r
C(EK W”
r
) sont, au voisinage
de E] W”
r
, des disques. Le feuilletage G est donc, au voisinage de A, un feuilletage dont les
feuilles hors de A sont des courbes rationnelles. En d’autres termes,G est de´fini, au voisinage
de A, par une fibration dont A est une fibre singulie`re et dont les autres fibres sont des
courbes rationnelles lisses. Un argument de Zariski [2, p. 142] permet d’effondrer A jusqu’a`
obtenir une seule courbe rationnelle lisse avec auto-intersection ze´ro (et le feuilletage
G deviendra alors le feuilletage par courbes paralle`les a` cette courbe). Mais nous avons
besoin de montrer qu’on peut faire un tel effondrement sans jamais collapser la composante
A
0
LA. A© cette fin, on va de´montrer un lemme combinatoire, qui sera ulte´rieurement utile
dans la suite.
LEMME 7. Soit „ un arbre de courbes rationnelles dans une surface complexe obtenu par
une suite (non vide) d’e&clatements a% partir d’une courbe rationnelle d’auto-intersection ze& ro.
Alors on a une (et seulement une) des situations suivantes:
(1) „ contient au moins deux (!1)-sphe% res;
(2) „ contient une seule (!1)-sphe% re, qui est de multiplicite& *3;
(3) „ contient une seule (!1)-sphe% re, qui est de multiplicite& 2 et qui a un seul croisement
avec le reste de „;
(4) „ a seulement trois composantes „
1
, „
2
, „
3
, satisfaisant „2
1
"„2
3
"!2, „2
2
"!1,
„
1
)„
2
"„
2
)„
3
"1, „
1
)„
3
"0 (dans ce cas „
2
est de multiplicite& 2).
(Note terminologique: la multiplicite´ d’une composante est l’ordre d’annulation sur la
composante de la fonction qu’on obtient au voisinage de „ en relevant une fonction
holomorphe au voisinage de la courbe initiale d’auto-intersection nulle et qui s’annulle au
premier ordre sur cette courbe.)
Preuve. Par induction sur le nombre d’e´clatements. Si on fait un seul e´clatement alors
„ est compose´ de deux (!1)-sphe`res se coupant transversalement, donc il satisfait (1). Soit
„PS le dernier e´clatement, et supposons que S satisfait la conclusion du lemme. Si „ ne
satisfait pas (1) alors soit S contient une seule (!1)-sphe`re et le dernier e´clatement est
effectue´ en un point de cette sphe`re, soit S contient deux (!1)-sphe`res se coupant en un
point et le dernier e´clatement est effectue´ en ce point. Dans le premier cas S est de type (2) ou
(3) ou (4) et „ sera en suite de type (2) ou (3) (ve´rification facile, si on se rappelle que
l’e´clatement d’un croisement augmente la multiplicite´). Dans le deuxie`me cas en collapsant
une des deux (!1)-sphe`res de S (celle produite par l’avant-dernier e´clatement) on obtient
un arbre sans (!1)-sphe`re, donc la sphe`re initiale d’auto-intersection nulle. Par conse´-
quent, S a seulement deux composantes et „ est du type 4). K
Revenons a` l’arbre AL». Par construction, la composante A
0
est de multiplicite´ 1, car
chaque feuille de G hors de A passe ‘‘une seule fois’’ pre`s de A
0
. D’apre`s lemme pre´ce´dent,
A contient sans doute une (!1)-sphe`re diffe´rente de A
0
. On la collapse et on obtient un
nouvel arbre A@ qui a les meˆmes proprie´te´s que A. En re´pe´tant cette construction on aboutit
enfin a` re´duire A a` la seule composante A
0
; le feuilletage G sera re´duit a` un feuilletage non
singulier par sphe`res paralle`les a` A
0
. Cela signifie qu’on peut collapser successivement des
(!1)-sphe`res dans Er jusqu’a` l’effacer comple`tement et a` e´liminer la singularite´ de F en r.
Le re´sultat de tout ce travail est qu’ on peut supposer, modulo effondrements, que toute
composante E
j
LF ne contient pas de singularite´s a` holonomie triviale.
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Soit maintenant E
j
LF une composante exceptionnelle et soient q
1
, q
2
3E
j
les deux
singularite´s de classe (a) et a` holonomie de pe´riode 2. Soient Eq1, Eq2 les deux sous-abres de
EK de´tache´s par q
1
, q
2
et ne contenant pas E
j
. Par un proce´de´ analogue a` celui utilise´
ci-dessus, on recolle a` un voisinage de Eq1XEq2 la varie´te´ M1(Dz D(2N]D munie du
feuilletage transverse aux verticales et avec holonomie de pe´riode 2. Le re´sultat est encore
une fibration rationnelle G avec une fibre singulie`re A diffe´morphe a` Eq1XE
j
XEq2 , mais
cette fois la composante A
0
correspondante a` E
j
est de multiplicite´ 2 et a deux points de
croisement. D’apre`s le Lemma 7 on peut effondrer des (!1)-sphe`res de A diffe´rentes de A
0
,
jusqu’a` obtenir la configuration 4) de´crite dans le Lemme 7. C’est-a`-dire, on peut effondrer
des (!1)-sphe`res de Eq1 ou Eq2 jusqu’a` re´duire ces deux arbres a` une seule composante.
On peut donc supposer, modulo effondrements, que chaque arbre Eq1, Eq2 est compose´
d’une seule courbe rationnelle d’auto-intersection !2. Bien suˆr, q
i
est alors la seule singular-
ite´ de F sur Eqi .
4. NON EXISTENCE DE COMPOSANTES EXCEPTIONNELLES
LEMME 8. Il n’y a pas dans F de composantes de type exceptionnel.
Preuve. Supposons, par contradiction, qu’il y en a une, E
j
LF. Cette composante E
j
(apre`s les effondrements de la section pre´ce´dente) coupe trois autres composantes de EK : les
deux (!2)-sphe`res Eq1, Eq2 (qui, elles seules, forment deux composantes connexes de EK CE
j
)
et une courbe E
i
qui passe par la singularite´ a` holonomie infinie p. En effet, s’il n’y avait pas
une telle troisie`me courbe E
i
alors EK serait compose´ seulement de Eq1 , Eq2 , E
j
et p serait un
noeud-col avec E
j
comme se´paratrice forte; on en de´duirait [5] que E2
j
"!1 et alors EK se
contracterait sur une courbe d’auto-intersection nulle, par effondrement successif de
E
j
et Eq1 .
Si ”LX est un voisinage tubulaire de EK , on peut calculer le groupe fondamental de
”CEK a` partir des auto-intersections des composantes et de leurs re´lations d’incidence [7, ch.
IV]. Si k est l’auto-intersection de E
j
, le groupe n
1
(”CEK ) est alors engendre´ par des e´le´ments
v
1
,2 , vN satisfaisant les relations suivantes:
f v2
1
"v
3
;
f v2
2
"v
3
;
f v~k
3
"v
1
v
2
v
4
;
f d’autres relations ne faisant pas intervenir v
1
et v
2
.
(voir [7]: v
1
, v
2
correspondent a` Eq1, Eq2, v
3
a` E
j
, v
4
a` E
i
.) Soit G le quotient de n
1
(”CEK )
obtenu en ajoutant les relations v
i
"1 pour tout i*3, c’est-a`-dire G"
Sv
1
, v
2
Dv2
1
"v2
2
"v
1
v
2
"1T"Z
2
. C’est un groupe non trivial, donc n
1
(”CEK ) est aussi non
trivial. Mais ”CEK est isomorphe a` un voisinage tubulaire d’une droite dans CP2 prive´ de
cette droite, donc il est simplement connexe, contradiction. K
5. STRUCTURE ET RE¨DUCTION DE F
Chaque composante irre´ductible de F contient donc, apre`s les effondrements des
branches mortes, exactement deux singularite´s, de classe (b) ou (c) car elles ont une
holonomie d’ordre infini. Chaque composante connexe de F est donc un sous-arbre line´aire
de EK . Soit F
0
une telle composante connexe, soient E
1
,2 ,En ses composantes irre´duc-
tibles, et soient p
0
,2 , pn les singularite´s de F sur F0 , nume´rote´es de faion telle que
Mp
j
N"E
j
WE
j`1
si 1)j)n!1, p
0
3E
1
, p
n
3E
n
.
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LEMME 9. ‚es singularite´s p
0
, p
n
sont des noeud-cols, dont les se´paratrices fortes sont
contenues dans F
0
.
Preuve. C’est une conse´quence des remarques faites avant le lemme 1 et du fait que p
0
,
p
n
sont les extre´mite´s de F
0
. K
Il peut arriver, a priori, que la chaıˆne F
0
contienne d’autres noeud-cols. Si p
j
est un
noeud-col, on dira qu’il est positif (resp. ne´gatif ) si sa se´paratrice forte est contenue dans E
j
(resp. E
j`1
). Donc p
0
est ne´gatif, p
n
est positif, et on peut trouver un couple de noeud-cols
p
l~1
, p
m
(1)l)m)n) tel que:
(i) p
l~1
est ne´gatif, p
m
est positif, et tout noeud col p
k
avec k(l!1 est ne´gatif;
(ii) pour tout j"l,2 ,m!1, pj est une singularite´ de classe b) (ne´cessairement dans le
domaine de Siegel re´sonnant, puisque, d’apre`s i), la partie line´aire de son holonomie est une
racine de l’unite´).
Remarquons que si l’1 alors E
l~1
est se´paratrice faible de p
l~1
et son holonomie est
d’ordre infini et a` partie line´aire racine de l’unite´.
Soit F
00
la sous-chaıˆne Zm
j/1
E
j
.
LEMME 10. Si l(m alors F
00
contient au moins une (!1)-sphe`re.
Preuve. Posons n
j
"E2
j
, CS
j
"indice de Camacho—Sad [5] de p
j
par rappot a` E
j
,
CSj"indice de Camacho—Sad par rapport a` E
j`1
. On a alors, d’apre`s les proprie´te´s (i)
et (ii):
CSl~1"CS
m
"0, CS j" 1
CS
j
∀j"l,2 , m!1
et d’apre`s la formule de Camacho—Sad:
n
j
"CSj~1#CS
j
∀j"l,2 , m.
Les nombres n
j
sont des entiers, et les indices CS
j
pour j(m et CSj pour j’l!1 sont des
rationnels ne´gatifs puisque les singularite´s p
j
, l)j)m!1, sont dans le domaine de Siegel
re´sonnant. Donc n
j
est ne´gatif pour tout j et s’il n’y avait de (!1)-sphe`re on aurait n
j
)!2
tout pour j. En particulier,
CS
l
"n
l
(!1, ! 1
CS
l
(1
CS
l`1
"n
l`1
! 1
CS
l
)!2! 1
CS
l
(!1, ! 1
CS
l`1
(1
et par re´currence on trouve CS
m~1
(!1, ce qui contre´dit n
m
" 1
CS
m~1
3Z. K
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Si on collapse une des (!1)-sphe`res dont l’existence est assure´e par le lemme on obtient
a` partir de F
00
une nouvelle chaıˆne avec les meˆmes caracte´ristiques mais un peu plus courte.
Si on re´pe`te la construction on aboutit a` une chaıˆne forme´e par une seule composante
irre´ductible FK . Cette composante contient exactement deux singularite´s p et q, qui sont des
noeud-cols dont les se´paratrices fortes sont contenues dans FK .
Ces deux singularite´s correspondent a` p
l~1
et p
m
, et donc si l’1 (m(n) p (q) posse`de
une se´paratrice faible qui provient de E
l~1
(E
m`1
). En particulier, si l’1 alors p posse`de
une se´paratrice faible dont l’holonomie est d’ordre infini mais dont la partie line´aire est
pe´riodique. Pour les cas extre`mes l"1 ou m"n le lemme suivant sera utile.
LEMME 11. Soit G un (germe de) noeud-col et soit D une courbe lisse passant par le point
singulier et transverse a` la se´paratrice forte. Si D ne coupe pas une feuille de G diffe´rente de la
se´paratrice forte alors D est la se´paratrice faible de G.
Preuve. Le noeud-col posse`de, au moins, une se´paratrice formelle SK , et la courbe D est
infiniment tangente a` SK : sinon on peut faire des e´clatements jusqu’a` se´parer SK et D et on voit
alors que D coupe toute feuille de G sauf la se´paratrice forte. Donc D est formellement
invariante, c’est-a`-dire invariante. K
Le bout ‚
0
s’accumule sur FK sans intersecter EK . On de´duit de ce lemme que si E
j
est une composante de EK qui coupe FK (en p ou q) alors E
j
est une se´paratrice faible (en p
ou q).
En anticipant des arguments qui seront developpe´s dans la section suivante, on va tout
de suite exclure le cas l’1 et m(n.
LEMME 12. Si l’1 alors m"n.
Preuve. Par contradiction. Si on avait l’1 et m(n alors p et q auraient des se´paratri-
ces faibles E@ et E@@, et en plus E@ aurait une holonomie d’ordre infini mais avec partie line´aire
pe´riodique. Comme l’on verra dans la section suivante, on peut associer a` FK une mono-
dromie h3Aut (C1 ) qui de´crit l’holonomie du feuilletage autour de FK (voir aussi [8, ch. VI]):
E@, E@@ corresponderaient a` des points fixes de h, et de plus h serait d’ordre infini mais avec
partie line´aire en E@ pe´riodique. Ceci est absurde, car une telle transformation projective
n’existe pas. K
On peut donc supposer, quitte a` changer le roˆle de l et m, que m"n, i.e. que q provient
du noeud-col extre´mal p
n
3E
n
. En d’autres termes, FK est une extre´mite´ de F. De plus, la
preuve du Lemme 12 montre que si l’1 alors q n’a pas de se´paratrice faible: la mono-
dromie h a un seul point fixe, correspondant a` la se´paratrice faible E@ de p.
6. STRUCTURE DU FEUILLETAGE F
On notera encore par X, EK , F, etc. les objects obtenus apre`s les effondrements qu’on
a fait jusqu’ici. La composante FK LFLEK a une auto-intersection nulle, d’apre`s la formule
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de Camacho—Sad [5]:
FK 2"0.
Un re´sultat classique de ge´ome´trie [2, p. 142] affirme que la courbe rationnelle FK est fibre
re´gulie`re d’une fibration rationnelle, possiblement singulie`re, % : XPC1 . Plus pre´cisement,
% est une application holomorphe telle que %~1 (t) est une courbe rationnelle lisse
pour tout t3C1 CQ
0
, Q
0
e´tant un sous-ensemble fini de C1 , %~1 (t) est un arbre de
courbes rationnelles si t3Q
0
, et FK "%~1 (t
0
) pour un certain t
0
3C1 CQ
0
(qu’on
supposera, sans perdre de ge´ne´ralite´, coı¨ncidant avec R). La restriction de % a` C2"XCEK
est alors une fonction rationnelle a` valeurs dans C, il s’agit donc d’un polynome que l’on
notera P.
LEMME 13. Il existe un ensemble fini QLC1 , QMQ
0
, tel que F (sur X) est transverse
a` %~1 (t) pour tout t3C1 CQ.
Preuve. Bien que l’on puisse faire des calculs explicites ‘‘en coordonne´es’’, nous allons
utiliser les formules ge´ne´rales (et e´lementaires) expose´es dans la premie`re section de [3]. Soit
donc NF3Pic(X) le fibre´ normal de F et soit c1 (NF ) sa classe de Chern. La courbe
FK contient seulement deux singularite´s p et q, pour lesquelles les multiplicite´s tangentielles
Z(p,FK ,F) et Z (q, FK ,F ) sont e´gales a` 1. D’apre`s [3, Lemma 3] on a donc
c
1
(NF ) )FK "FK 2#Z (FK ,F )"2.
Si t3C1 CQ
0
, la fibre re´gulie`re F
t
"%~1 (t) est homologue a` FK et, si elle n’est pas F-
invariante, on a d’apre`s [3, Lemma 2],
c
1
(NF ) )Ft
"s (F
t
)#tang (FK ,F )"2#tang (FK ,F).
De c
1
(NF) )FK "c1 (NF) )Ft on de´duit tang (FK ,F)"0, i.e. Ft est transverse a` F. Par
ailleurs, les fibres F-invariantes sont e´videmment en nombre fini, on conclut alors en
posant
Q"Q
0
XMt3C1 CQ
0
DF
t
est F-invarianteN. K
Le feuilletageF sur X est donc ce qu’on a l’habitude d’appeler feuilletage de Riccati. On
peut lui associer une (repre´sentation de) monodromie, n
1
(C1 CQ)PAut (C1 ), qui de´crit
l’holonomie globale de F autour des fibres invariantes et des fibres singulie`res [8]. En
particulier,F posse`de une monodromie h3Aut (C1 ) autour de FK , de´ja` utilise´e au cour de la
preuve du Lemme 12. Soulignons que une fibre singulie`re %~1 (t), t 3Q
0
, a plusieurs
composantes irre´ductibles, et il est possible que certaines de ces composantes soient F-
invariantes et d’autres ne le soient pas.
On peut maintenant completer la preuve du the´ore`me, en analysant la restriction de
F et % a` C2.
Soit E
j
une composante de EK qui n’est pas contenue dans une fibre de % : XPC1 (il y en
a, car EK ne peut pas eˆtre re´duit a` la seule composante FK ). L’application %DE
j
: E
j
PC1 est
alors non constante et donc surjective. On en de´duit que E
j
doit couper FK "%~1 (R), une
seule fois puisque EK est un arbre. La fibre FK e´tant re´gulie`re, on en de´duit que %DE
j
: E
j
PC1
est un isomorphisme, c’est-a`-dire E
j
est une section de %. Il y a au plus deux telles
composantes, une (E@ ) qui coupe FK en p et l’autre (E@@) qui le coupe en q. On a de´ja` vu
(Lemma 11) que ces composantes sont invariantes par F, elle correpondent donc a` des
SUR LES COURBES INTE¨GRALES PROPRES 1241
points fixes du groupe de monodromie de F (et non seulement de h).
Les fibres P~1 (t)"%~1 (t)WC2 pour tout t3C proche de R (et donc pour tout t3C
hors d’un ensemble fini) sont alors soit isomorphes a` C (dans le cas ou` (EK CFK ) coupe FK en un
seul point) soit a` C* (dans le cas ou` (EK CFK ) coupe FK en deux points). Hors d’un ensemble fini
de valeurs (contenu dans Q mais pas force´ment coı¨ncidant avec Q), P~1(t) est transverse
a` F DC2 et F DC2 de´finit une trivialisation locale de P au voisinage de P~1(t), car, dans X,
F est tangent aux courbes E@, E@@. On a ainsi de´montre´ la premie`re partie du the´ore`me:
PROPOSITION 2. Il existe un polynome P : C2PC a` fibre ge´ne´rique C ou C* tel queF est
P-complet.
Voyons maintenant la deuxie`me partie: il s’agit de montrer que si ‚
0
n’est pas a` l’infini
par rapport a` P alors F DC2 est holomorphiquement conjugue´ au feuilletage horizontal
Mdw"0N. Par construction, cette hypothe`se signifie que ‚
0
ne correspond pas a` un point
pe´riodique de la monodromie h autour de FK .
LEMME 14. ‚a monodromie h est un automorphisme de type parabolique.
Preuve. La non pe´riodicite´ de ‚
0
exclut le cas elliptique rationnel, et la proprete´ de ‚
0
exclut le cas elliptique irrationnel. Le cas hyperbolique aussi ne se pre´sente pas: les deux
points fixes de h, sur lesquels ‚
0
s’accumule, doivent correpondre aux se´paratrices faibles
des singularite´s p et q, et ces deux se´paratrices sont dans F car elles posse`dent une
holonomie d’ordre infini. Le Lemme 12 interdit telle situation. K
L’unique point fixe de h correspond donc a` la se´paratrice faible E@ de p, contenue dans F.
Par contre le noeud-col q n’a pas de se´paratrice faible.
En particulier, la fibre ge´ne´rique de P est isomorphe a` C et, d’apre`s [12], toutes les fibres
de P sont lisses, irre´ductibles, isomorphes a` C.
On peut ulte´rieurement re´duire la situation. La se´paratrice E@LF contient seulement
deux singularite´s: p et une singularite´ r qu’on peut supposer dans %~1(0). Les composantes
de EK C(FK XE@) forment un arbre Er qui coupe E@ en r et qui est donc contenu dans %~1(0)
puisque E@ est la seule composante non contenue dans une fibre de %. En particulier, %~1 (t)
pour t3C* ne contient aucune composante de EK . La proprie´te´ de P rappele´e ci-dessus
implique que %~1(0) est la seule fibre de % qui peut eˆtre singulie`re: elle est alors compose´e
de Er et d’une sphe`re qui coupe C2 et qui est donc de multiplicite´ 1. Cela signifie qu’on peut
contracter des (!1)-sphe`res dans Er jusqu’a` effacer comple`tement cet arbre (voir la
discussion autour du Lemme 7). Le re´sultat final est une nouvelle compactification ‰ de C2
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qui est un C1 -fibre´ sur C1 et dans laquelle lim (‚
0
)"FK XE@"‰CC2.
Le feuilletage F, dans cette nouvelle compactification, a seulement deux fibres invari-
antes, FK et %~1 (0). La monodromie est engendre´e par l’automorphisme parabolique h, et
toutes les feuilles de F hors de FK XE@X%~1 (0) sont des plans qui reveˆtent C* de manie`re
cyclique infinie et dont l’ensemble limite est FK XE@. Dans C2 les feuilles de F DC2 hors de
P~1 (0) sont donc des plans proprement plonge´s.
D’autre part, %~1 (0)WSing(F ) est compose´ de la seule singularite´ r et par conse´quant
P~1 (0) ne contient aucune singularite´: s’il y avait une deuxie`me singularite´ r@ alors r, r@
seraient tangentiellement (le long de la courbe rationnelle %~1 (0)) de multiplicite´ 1 et r, r@
seraient soit nonde´ge´ne´re´s soit des noeud-cols avec se´paratrice forte dans %~1(0); on verrait
facilement que lim(‚
0
) contiendrait toute la courbe %~1(0), ce qui n’est pas possible (voir,
par exemple, [8] pour une e´tude de´taille´e de la monodromie autour d’une fibre invariante).
En conclusion toutes les feuilles de F DC2 sont des plan proprement plonge´s.
LEMME 15. ‚’espace des feuilles C2/F est isomorphe a` C.
Preuve. Evidemment C2CP~1(0)/F est isomorphe a` C/z&h(z)"C*. Il s’agit donc de
comprendre comment ajouter a` ce dernier espace le point qui correspond a` la feuille P~1(0).
On peut choisir un disque DLC2 transverse a` F et rencontrant P~1(0) en un seul point
03D. Pour la projection naturelle pr : D*"DCM0NPC*"C2CP~1 (0)/F, qui est injective
si D est assez petit, on a alors deux possibilite´s:
(1) elle a une extension holomorphe en 0, Pr (0)"c3C*. L’espace des feuilles C2/F
a alors deux points non se´pare´s (c et le point correspondant a` P~1(0)) et son deuxie`me
groupe d’homotopie est donc nontrivial, ce qui contre´dit la contractibilite´ de C2 et des
feuilles de F. Donc ce cas ne se pre´sente pas.
(2) elle n’a pas d’extension holomorphe en 0 (en tant qu’application a` valeurs dans C*).
On a alors pr (z)PR ou pr(z)P0 pour zP0, et dans ce cas on a donc C2/F"C. K
Le feuilletageF est donc de´fini par une submersion s: C2PC dont toutes les fibres sont
isomorphes a` C. Une telle fonction s est holomorphiquement conjugue´e a` s
0
(z, w)"w (voir
par exemple [11]) et par conse´quant F est holomorphiquement conjugue´ au feuilletage
horizontal. Ceci termine la preuve du the´ore`me.
Exemple. Terminons cette section avec un exemple qui illustre les situations rencon-
tre´es, lorsque la fibre ge´ne´rique de P est C. Il s’agit simplement du feuilletageFj,k associe´ a`u
champ de vecteurs
x
L
Lx
#[(x#j)y#k] L
Ly
, j,k3C.
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Dans C1 ]C1 ce feuilletage laisse invariantes les deux droites a` l’infini Z
1
"Mx"RN et
Z
2
"My"RN, ainsi que Z
3
"Mx"0N. La droite Z
1
contient deux noeud-cols,
p"(R, R) et q"(R, 0). Si jO0 la droite Z
3
contient deux singularite´s non de´ge´ne´re´es,
r"(0, R) et s"(0,!k/j); si j"0 elle contient seulement la singularite´ r, qui est un
noeud-col avec se´paratrice faible dans Z
3
, forte dans Z
2
. Distinguons trois cas.
(1) j N Z. Dans ce cas la monodromie de Fj,k a exactement deux points fixes, un
correspondant a` Z
2
et l’autre a` la se´paratrice ‘‘horizontale’’ de s. Cette se´paratrice a un bout
transcendant si kO0, a` l’infini par rapport a` P (x, y)"x. Les autres feuilles hors de Mx"0N
sont des plans non proprement plonge´s si j n’est pas rationnel, des cylindres C* avec un
bout s’accumulant sur la seule singularite´ s et un bout transcendant et a` l’infini par rapport
a` P si j est rationnel.
(2) j3ZCM0N. Si k"0 toutes les feuilles hors de Mx"0NXMy"0N sont isomorphes
a` C*, avec un bout alge´brique qui s’accumule seulement sur s et l’autre bout transcendant et
a` l’infini par rapport a` P. Si kO0 la singularite´ s n’a pas de se´paratrice ‘‘horizontale’’ et
toutes les feuilles hors de Mx"0N sont des plans non proprement plonge´s.
(3) j"0. Si kO0 toutes les feuilles hors de Mx"0N sont des plans qui s’accumulent
seulement sur Z
1
XZ
2
. La monodromie est parabolique, avec Z
2
comme unique point fixe.
Les bouts ne sont pas a` l’infini par rapport a` P, et le feuilletage est conjugue´ au feuilletage
horizontal.
Dans la prochaıˆne section on verra un exe´mple ou` la fibre ge´ne´rique est C*.
7. PREUVE DU COROLLAIRE
Soit ‚3F une feuille de type topologique fini et proprement plonge´e dans C2. Soient
‚
1
,2 ,‚N ses bouts (planaires, isole´s, proprement plonge´s), qu’on supposera de type
transcendant. Il s’agit de de´montrer que F est conjugue´ au feuilletage horizontal.
D’apre`s le the´ore`me, les bouts ‚
i
sont paraboliques. On peut alors compactifier ‚ en
y ajoutant N points x
1
,2 ,xN (un pour chaque bout) et en obtient ainsi une surface de
Riemann compacte ‚K . Pour tout i"1,2 , N le the´ore`me fournit un polynome Pi tel que
F est P
i
-complet. On supposera que ‚
i
est a` l’infini par rapport a` P
i
pour chaque i, sinon la
conclusion est imme´diate d’apre`s la deuxie`me partie du the´ore`me. Ainsi ‚
i
correspond a` un
point pe´riodique de la monodromie a` l’infini h
i
de F par rapport a` P
i
. En fait, h
i
est
pe´riodique, comme le montre le lemme suivant.
LEMME 16. Pour tout i"1,2 , N la monodromie hi est pe´riodique.
Preuve. Par contradiction, supposons que h
i
n’est pas pe´riodique. La fibre ge´nerique de
P
i
est alors C (car un automorphisme de C* est pe´riodique de`s qu’il a un point pe´riodique),
et on peut supposer que h
i
(z)"az ou` a n’est pas racine de l’unite´. Soit ‚
j
un bout diffe´rent
de ‚
i
. La proprete´ de ‚
j
et la dynamique de h
i
impliquent que ‚
j
WMDP
i
D’KN"0 pour
K suffisamment grande, c’est-a`-dire l’application P
i
est borne´e sur ‚
j
. Elle a donc une
extension holomorphe a` ‚
j
XMx
j
N, ce qui entraıˆne l’alge´bricite´ du bout ‚
j
. Mais tous les
bouts sont suppose´s transcendants, on en de´duit que ‚ a un seul bout, ‚
i
. Voici alors la
contradiction cherche´e: l’holonomie du bout ‚
i
est d’un coˆte´ tangente a` l’identite´ (elle
est un commutateur) et de l’autre coˆte´ donne´e par h
i
, dont la partie line´aire n’est pas
l’identite´. K
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Fixons l’attention sur un des polynomes P
i
, par exemple P
1
. Comme dans le lemme
pre´ce´dent, on voit que la transcendence des bouts de ‚ implique que P
1
D‚
i
n’est pas borne´e
pour tout i. En suite, la pe´riodicite´ de h
1
implique que chaque ‚
i
est a` l’infini par rapport
a` P
1
. L’application P
1
D
L
: ‚PC a donc une extension holomorphe PK
1
: ‚K PC1 , envoyant
x
1
,2 ,xN dans R.
Si la fibre ge´ne´rique de P
1
est C alors [12] P
1
n’a pas de valeur critique. Si la fibre
ge´ne´rique est C* on sait, toujours d’apre`s [12], que P
1
a exactement une valeur critique,
qu’on peut supposer coı¨ncidant avec 0.
Dans le premier cas ‚ coupe chaque fibre de P
1
(PK
1
est surjective) et ainsi aucune fibre
est F-invariante, toutes les fibres sont F-transverses. La conclusion est imme´diate.
Dans le deuxie`me cas les fibres re´gulie`res de P
1
sontF-transverses et la fibre singulie`re
P~1
1
(0) (qui ne peut pas eˆtre entie`rement invariante, puisqu’elle coupe ‚, ni entie`rement
trasverse) a deux composantes [12], uneF-transverse qui coupe ‚ et l’autreF-invariante.
La projection PK : ‚K PC1 est alors ramifie´e (au plus) au dessus de M0,RN, et donc ‚ est
isomorphe a` C. En fait, toutes les feuilles deF diffe´rentes de la composanteF-invariante de
P~1
1
(0) sont des plans dont les bouts sont a` l’infini par rapport a` P
1
, et on conclut aisement
par des arguments pareils a` ceux de la section pre´ce´dente.
Ceci termine la preuve du corollaire.
Exemple. Voici enfin un exemple qui illustre le cas d’une fibre ge´ne´rique C*. On
commence avec le champ de vecteurs
2x
L
Lx
#y (1#2x) L
Ly
singulier a` l’origine. Ses solutions sont donne´es (hors de l’axe vertical) par les graphes
alge´broides y(x)"const. exJx. En faisant deux e´clatements on efface la singularite´:
La varie´te´ obtenue n’est plus C2, mais si on enle`ve les transforme´es strictes de My"0N et de
la droite obtenue par le premier e´clatement on obtient a` nouveau une copie de C2. Le
polynome x se re´le`ve en un polynome P a` fibre ge´ne´rique C*, dont la fibre singulie`re est la
re´union de la transforme´e stricte de Mx"0N (de multiplicite´ 1) et de la droite obtenue par le
deuxie`me e´clatement (de multiplicite´ 2). Le feuilletage de de´part se re´le`ve en un feuilletage
F complet par rapport a` ce polynome. La monodromie a` l’infini est de pe´riode 2. La fibre
singulie`re de P a une composante F-invariante (celle de multiplicite´ 1), l’autre est F-
transverse. Les feuilles de F hors de la composante F-invariante sont des plans transcen-
dants, et la restriction de P a` une de ces feuilles a un point de ramification d’ordre
2 correspondant a` l’intersection de la feuille avec la fibre singulie`re.
En coordonne´es on obtient:
F : 4x2y
L
Lx
!(1#2xy2) L
Ly
, P (x, y)"xy2.
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Soulignons que cet exemple n’est pas PI -complet par rapport a` un polynome PI dont la fibre
ge´ne´rique est C: en effet, un tel PI devrait satisfaire une des deux conditions suivantes:
(1) l’unique feuille alge´brique de F, Mx"0N, est une fibre de P3 : on aurait alors
PI (x, y)"cx, ce qui est impossible car les feuilles deF sont tangentes aux verticales dans les
points de l’axe horizontal My"0N;
(2) toutes les feuilles de F sont transverses aux fibres de PI : on aurait alors
4x2yPI
x
!(1#2xy2)PI
y
"const.O0, et un calcul simple montre qu’un tel polynome
n’existe pas.
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